/ﬁ’

5 Action du groupe modulaire sur le demi-plan de Poincaré
Le demi plan de Peineart cst I'ensemble
= {z cClmz > 0).

Le groupe SLy(Z) agit sur ¥ de la maniére suivante :

a by | aitib
e d) T st d
Coci appartionft bicn & H car pour tout z € H,
ay+ b (a2 -+ W{cz -+ d) Imz Iz
Im|—— | =TI P E R —be)— = ———— s
m(erd) L oz 1 = {ad J)\cz+d\3 \cz+d‘!>()

el on vérilie divcctemont que cest une action de groupes.
On note
Di={zeH,|Rex < 1/2,iz > 1}

1 /1t
&= (1 u)’ 7= (0 1)651"’(2)'

T but de ee développement st do démontrer lo théoréme suivant,

{dessiner T) et

Théoréme. Soil & le sous groupe de SLalZ) engendré par S et T. Alors :
{a) L'orbite de toul dlément de W par G rencontre D.

) SizcDelyeSTal@), vz D s el seulement s v = 41y
{c) C = SLs(Z).

Démonsiraiion. Soit z € H. Pour tous (e, d) € Z2, In{es + ) = 2Im z done I'ensemble dos (g, d)
tels gue ez + ' < 1 n'a guiun nombre ol de o possibles et est donc fini en rogardant la partie
réclie. Bn conséquence, il n'existe qu'un nombre fini de waleurs de In{-yz} supbrioures 4 Im 2 pour
~ parcourant G, et lu horne supérieure de ges valours cst done atteinte pour un certain v € G.
Quittc & composer 7 par une puissance de T {r'est A dive A translator ¢« 7 par un entier relatif),
on peat supposer que = =« - x vérifie | Re(2')| < 1/2. Ensuite, comme Im{S - 2’) = Im{2")/|2'{%,
par hypothisc de maximalité de Iin{') dans 'orbite, on & |37] > 1 done »' € B, co qui preuve lo
(2).

Comme 15 agit trivialement sur #, on a seulement i prouver le sens dlrt’(,t Soit » € D et

L € SLa(Z) tels que ' = vz € D. ¢ -}2(‘.‘)@(-{1{ 1\ O" A 4[4“-{7(4'

T (ﬁ i) &
51 Im{y2) > Im(2), on a alors {“‘%"’{'(4 déndufo] rﬂg/wfﬂm‘abs&,dlm\qnw&,—mlpﬂ ok,
Sl c=1{,~v= il'“ pour un certain M2 on a v = +1 (auquel cas {Rez| = 1/2) ou n = 0 soit
LIJ/Smun quitte é‘s multiplier v par Ig, on peut supposer que ¢ = 1, et alors [z +df €1

U) dunc ~’_a—1/.. of MQN

- aa
“si Iufyz) < Im(z), on applique le raisunnem:-:m practdent & 4 - 2 avec 41 pour obtenir le

donc & = 0 . Alngl, v =

m(,mc résuliat, & eavon quey=Fhoux€e ’D ce qui prouve le (b).

Enfin, fixons 5 € ’D et Boit ¥ € SLa(2). Il existe v € G tel que Y2 € D d’upréy le (@), mais
alors y'y = =1y d’aprés le (b) or £1; € G done 7 € G, ¢est & dire que G = SLa(Z).
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wtp‘ gm AL 0 e e & |b ¥
(3 ( ‘eal d,lire que m & puur coordonnées baryeentriques (be, Ve, be'')

<

L= eon 3 Aelgq |-

4"\

J“l‘ (s

e <= l3

Rtemargue. Iy a eacore bien des choses & dire sur Paction de eo groupe @ par exemple, que Paction
st fidéle une fois quotientée par 4y, transitive pour lo groupe SLe(R), ou encore gue lo guetionl
pour cefie action s'ideniific & I'ensemble des réseaux de © 4 homothétie prés. Ne pas hesiter &
rajouter 'une ou autre de ces propriétés st le développement parait un peu court.

Réference : { Alessandri

Legons compatibles

101 Groupes opérant sur un cnscmble. Fxemples et applications

108 Exemples de parlics génératrices d’un groupes. Applications.

182 Application des nombres complexes & la géométrie. Homopgraphies

61i ~héeréme-de-Rascal-via-les-ecordonnées-barycentriquc
=

ordonnée | aryconirigues eb equations de droites et do coniguos dans colles cf
(Pusca] Soient sfx potnls disiéhels du plan A, I, C, A 1,7 doni 1
alignds el ne formanl pas de droiles paralidles enlre qlles. Alors,

pay ces stz poinis & ct seulpmend si les poinls d'intdrseciion
de (AC'Y el (A'C) ebp de (AB') el (A'B) aoni akignés,

quelcorjques
ne conigud non
7 ans P2(R)) {n de
{BL") el (B'C),

O se place darf, les coordonnées bavycefirigues assocites au repbre #4, I3, C1),

Lemme. lLa droild pa anl par deun points|M (x,y,2) et M’ (2,1, i} distincls a pour dquglion,

en |coordonnées bar

coordennées barycentifiques,
la matrice ci dessus). Alors,

Démonatralion. So
on lles normalise A
I (MM ul el s , c'oat & dire que
2’ —x)
=)

ligne cst ba somme dep deux
gnos, cesl A dire que

Comme on & normplist le
ut)es, ot done 1l 8

X X a2 fa X 2 ou

- ] ¢

0= ‘Y vjul=Y v v
i1 Z # =z

|

:f— Posons maintendpl A'(a. o', a”}, B (6,6, 01} et C’(c,¢’, "), Comine il n'y a aucun alighement
J<7 7 ! g
enbre les six pointgéfees neufs coordonnées sont non nulles. Bnsuite] d'Aprés le lemme précpdent,

Iql"

'al

] Xl oz |xXv z Ny o A
(X, Y, B e (BOYN(C'By=0={0 L 0|=|0 0 = NX -

Je méme, 1 a ?uur coordonnées bal’ymntrlquw (c'a,da’,’af) ek p a pour eodidonnées ha

1¥({5,,t1:iquu5;(alﬁ, Gl 6!, Dans le cas od Ja somme des murdonné(.s cat nulky, elléy ':ﬁni,t,l}“

14




